7 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan Diferensial Biasa (PDB) adalah persamaan yang melibatkan satu atau lebih
turunan fungsi satu peubah. Solusi dari PDB adalah fungsi tertentu yang memenuhi

persamaan tersebut. Berikut beberapa contoh PDB :

Persamaan Diferensial Biasa Solusi Umum
¥ —zr=e¢" z(t) = te' + cet
2" 4+ 92 =0 x(t) = ¢y sin 3t + ¢y cos 3t

'+ 5 =0 x(t) =+c—t
dengan c adalah sembarang konstanta yang tidak diketahui. Sehingga solusi PDB di atas

disebut juga solusi umum. Solusi khusus bisa diperoleh bila ada lagi sebuah persamaan
yang merupakan syarat batasnya. Secara umum, dapat ditulis:

{ ¥ = f(t,x)
z(a) diberikan

sehingga diperoleh

Persamaan Diferensial Biasa Syarat Batas Solusi
¥=x+1 z(0) =0 z(t)=e" —1
' =6t—1 r(1)=6 z(t)=3t>—t+4

Walaupun ada banyak metode untuk mencari solusi analitik dari Persamaan Diferensial
Biasa (PDB), tetapi pada umumnya terbatas pada PDB yang spesifik. Pada kenyataan-
nya banyak PDB yang tidak dapat dicari solusi analitiknya tetapi solusi numeriknya dapat
diperoleh. Walaupun solusi analitik dapat diperoleh tetapi rumit, biasanya lebih dipilih

solusi numeriknya.

7.1 Metode Deret Taylor

Metode ini pada dasarnya adalah merepresentasikan solusinya dengan beberapa suku deret
Taylor. Misalkan solusi dari persamaan diferensial tersebut dapat ditulis dalam bentuk
deret Taylor:

1 1 1 1
z(t +h) = z(t) + ha'(t) + ah%” (t) + ghgx”’(t) + Eh4x(4)(t) + .+ Eh”:v(”) (t)+ ...

Bila hanya sampai suku %hnx(") (t) pada Deret Taylor, maka dinamakan metode Deret
Taylor orde-n.
Metode Deret Taylor orde-1 disebut metode Euler. Untuk mencari solusi numerik dari

PDB:
{ o' = f(t,2())

z(a) =z,

sepanjang selang [a, b], dua suku pertama pada deret Taylor yaitu:
x(t+ h) =~ z(t) + ha'(t)

Sehingga dapat ditulis
x(t+h)=x(t)+ hf(t,z(t))
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yang dapat digunakan mulai ¢ = a sampai ke t = b dengan n-langkah yang panjang
langkahnya h = (b — a) /n.
Contoh: Tentukan x(2) dengan menggunakan Metode Euler (n = 4) untuk persamaan
diferensial

2’ =1+ 2 +#* bila diketahui syarat awal z(1) = —4

Penyelesaian:
Untuk memperoleh hampiran yang lebih akurat, dapat digunakan Metode Deret Taylor
orde yang lebih tinggi. Perhatikan persamaan diferensial berikut ini:

o =1+22+1
z(l) = —4

Bila PD tersebut diturunkan beberapa kali terhadap t, diperoleh:
=142+t
2" = 2za’ + 317
2" = 222" + 22" + 6t

17(4) — 21'/,13/+25€/$”+2[E,l’”+21‘]}/”—|—6
= 222" +62'2" +6

sehingga dapat diperoleh:

h

z(t+h) ==z(t)+h [x’(t) +5 [m”(t) + g [m”’(t) + % ES (t)]m

Tugas Mandiri

1. Tentukan z(2) dengan menggunakan Metode Deret Taylor orde-4 satu langkah untuk

persamaan diferensial

2’ =1+ 2 + t* bila diketahui syarat awal z(1) = —4

2. Hitung hampiran z(0.1) dengan Metode Deret Taylor satu orde-3 satu langkah untuk
persamaan diferensial

SCI/ — x2€t +£C/

7.2 Metoda Runge - Kutta orde 2 dan 4

Penggunaan metode Taylor memerlukan penurunan fungsi f(¢,y) secara analitik. Berikut
akan diperkenalkan metode untuk menghasilkan y; dengan akurasi yang sama seperti
metode Taylor tanpa melakukan penurunan terhadap fungsi f(t,y). Metode yang paling
sederhana adalah metode Runge Kutta orde 2.

Perhatikan deret Taylor untuk y(¢ + h) sebagai berikut
1
y(t+h) =y(t) + hy'(t) + §hy"(t) + ...

32



Bentuk ¢/(t) dan y”(t) diubah menjadi bentuk f(¢,y) dan turunan - turunan parsialnya.
Perhatikan bahwa

y'(t) = f(ty) (27)

Dengan menggunakan aturan rantai untuk fungsi dua peubah persamaan dan mensubsti-
tusikan persamaan (27) ke bentuk berikut diperoleh

y'(t) = fit,y + f(t, y)y' ()
= filt,y) + f, (L, y) f(t,y)

Sehingga deret Taylor untuk y(t + h) dapat diubah menjadi sebagai berikut

y(t+h) = y(t) + hf(t,y) + % it y) + futy) fE )] + -

Perhatikan metode Runge - Kutta orde 2 yang menggunakan kombinasi linear 2 fungsi

untuk menyatakan y(t + h)
y(t+h) =y(t) + Ahfo + Bhfi (28)

dengan

f0:f<t7y)
fi=[f(t+ Ph,y + Qhfo)

Kita perlu mencari nilai - nilai A, B, P,Q sehingga persamaan (28) akurat. Ekspansi
Taylor untuk fungsi dua peubah f; sebagai berikut.

fr=f(ty) + Phfilt,y) + Qnfy(t,y) f(ty) + ...
Substitusikan persamaan ini ke persamaan (28) diperoleh persamaan untuk y(t + h)
y(t+h) =y(t) + (A+ B)f(t,y) + BPR*fi(t,y) + BQRf,(t.y) f(t.y) + ...
sehingga diperoleh persamaan - persamaan berikut

hity) = (A+ Bhf(ty) — A+B=1
%h2 f(t.y) = BPRfi(ty) — BP —

UJ DO | —

Q:1

S A0St y) = BOWf(60)f(ty)  — BQ =5

Solusi yang sesuai dengan keadaan ini adalah
1
P=1 Q=1 A=B= 3

Secara umum, metode Runge - Kutta orde 2 adalah sebagai berikut

e+ h) = (o) + 5 (fo + )
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dengan
{ fo=nhf(ty)
fi=hft+hy+ fo)

Dengan cara yang sama, diperoleh metode Runge-Kutta orde 4 sebagai berikut

Yt+B) = y(0) + 5o+ 20+ 20+ )

dengan
fo=nf(t y)
fu=hf(t+3h,y+1f)
fa=hf (t+ %h,y+ %fl)
fs=hft+hy+f2)

Tugas Mandiri Untuk setiap soal - soal berikut selesaikan persamaan diferensial dengan
metode Runge- Kutta orde 2 dan 4. Gunakan h = 0.2 sebanyak 2 langkah. Selanjutnya
gunakan h = 0.1 dan lakukan sebanyak 4 langkah. Bandingkan solusi eksak untuk y(0.4)

dengan aproksimasi tersebut.

=t? —ydengan y(0) =1, y(t) = —et + > — 2t + 2
= 3y + 3t dengan y(0) = 1, y(t) = %)(3)6& —t—1

(a
(b
—t2/2
(

(c
d

(e

) Y
)y
)y = —ty dengan y(0) =1, y(t) = e
)y = — 2 dengan y(0) = 10, y(t) = 10 24 e
)y

= 2ty* dengan y(0) = 1, y(t) = 1/(1 — ¢*)
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